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Аннотация. Рассмотрено нелокальное обобщение 

уравнения синус-Гордона в пространственной и 

временной областях. Нелокальность реализована 

производными дробного порядка по координате и 

времени. Дифференциальные операторы дробного порядка 

представлены в обобщении Грюнвальда–Летникова. 

Численный анализ нелокального уравнения синус-

Гордона показал зависимость скорости солитона как от 

порядка пространственной производной, так и от порядка 

производной по времени. 
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I. ВВЕДЕНИЕ 

Классическое уравнение синуса-Гордона (УСГ) [1] 
является одним из основных уравнений современной 
нелинейной волновой теории. Уравнение синуса-
Гордона возникает в различных областях физики, таких 
как нелинейная оптика, теория джозефсоновских 
переходов, теория поля и теория решеток [2]. В данных 
разделах физики уравнение синус-Гордона обеспечивает 
простейшее нелинейное описание физических явлений в 
различных конфигурациях. Теория, методы решения и 
применение пространственного дробного 
дифференцирования синус-Гордона подробно 
обсуждаются в двух книгах [3, 4]. Чтобы еще больше 
акцентировать внимание на анализе односолитонных и 
двухсолитонных решений, можно сослаться на [5]. Одно 
из нелокальных обобщений УСГ, учет пространственной 
нелокальности, было предложено в [6]:  
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где RDα – дробная производная Рисса [6]. Для 
предельного случая при α = 2 уравнение (1) сводится к 
классическому УСГ. При α = 1 уравнение (1) переходит в 
уравнение для задач нелокальной электродинамики 
Джозефсона [7–12].  

Нелокальные обобщения уравнения синус-Гордона 
так же рассматривались в работах [13, 14].  

Двойная нелокальность, описываемая a рамках 
формализма дифференциальных операторов дробного 
порядка, рассматривается работе [15]. В работе 
приводится анализ классического волнового уравнения с 

операторами дробного дифференцирования по времени и 
по пространственной координате для создания модели 
аномальной диффузии [16–18]. 

В данной работе будет рассмотрено УСГ с 
пространственной и временной нелокальностью в 
рамках формализма дифференциальных операторов 
дробного порядка: 
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где оператор Dt
β
 оператор дробной производной по 

времени в представлении Грюнвальда–Летникова [19] 

0 ≤ β ≤ 2, RDx
α
 – оператор дробной производной по 

переменной x в представлении Грюнвальда–Летникова 
для краевой задачи, 1 < α ≤ 2, u – решение уравнения 
УСГ, с, ω, Ω – параметры УСГ. Производная дробного 
порядка по координате учитывает пространственную 
нелокальность. Производная дробного порядка по 
времени позволяет учесть «эффект памяти».  

Далее кратко представим определение дробной 
производной для численного решения рассматриваемой 
краевой задачи (2). Левые и правые производные в 
определении Грюнвальда–Летникова [19] для функции 
f(x) на промежутке от 0 до N, 1 < α ≤ 2 представим 
следующим образом: 
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где n = 1, 2, …, N–1, bk – это биномиальные 
коэффициенты, рассчитанные следующим образом: 
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где k – номер узла конечно-разностного представления 
производных, Г – гамма-функция. 
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Двустороннюю дробную производную, 
соответствующую краевой задачи определим 
следующим образом: 
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0, 1, 3, 5, .    

II. МОДЕЛИРОВАНИЕ И РЕЗУЛЬТАТЫ 

A. Параметры задачи 

Численное решение уравнения (2) реализовано в 

среде MATLAB. Моделирование солитонного решение 

УСГ с двойной нелокальностью проводилось при 

следующих параметрах УСГ: 

1, 10, 0.0005.с    
 

Значение u(x,t) на границах интервала 

интегрирования: 

0( , ) | 0, ( , ) | 0.x x Nu x t u x t  
 

Начальный профиль и начальная скорость волны 

определяется следующим образом: 
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где L – область определения УСГ  
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B. Результаты  

Проведенный численный анализ уравнения (2) 

показал:  

1. Уменьшение порядка дробной производной от  
2-х до величины близкой к единице приводит к 
возрастанию скорости солитона.  

2. При β=1 решение солитонного типа не 
образуется  

3. При изменении α в диапазоне (1 < α ≤ 2) и β = 1.9, 
наблюдается уменьшение скорости солитона 
относительно случая β = 2 и соответствующих α. 
При дальнейшем уменьшении параметра β 
нелинейный волновой пакет подвергается 
выраженной диффузии, вследствие чего 
происходит дисперсионное уширение и 
затухание нелинейного волнового пакета. 

III. ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной статье рассмотрены солитонные решения, 

нелокального в пространстве и времени, уравнения 

синус-Гордона. Численное моделирование уравнения 

синус-Гордона показало влияние двойной 

нелокальности на солитонные решения, а именно 

зависимость скорости распространения солитона от 

степени нелокальности в пространстве и времени. 
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